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[摘要】 构造出一类具有能量正交形函数空间的12参数高精度三角形板元，形函数空间采用一般函数加限制

条件的形式，其能量模整体误差达到0(h2)．
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[Abstract] Some 12-parameter triangular plate elements with high accuracy are presented，which have

energy-orthogonal shape function spaces．The last two bases of their shape function spaces a她general

functions restrained by some conditions．The en'ors of the elements in the energy norm are of O(h2)．
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Bergan等在文献[1]中提出一个自由公式能量

正交元，它是一个9参数元，以三角形单元顶点上的

函数值和两个一阶导数值作为单元参数，它的形函

数空间中的3个高阶模态与6个常应变模态能量正

交，但在形成单元刚度矩阵时却采用所谓的“自由

公式”BJ，与通常的有限元方法形成刚度矩阵有很

大差别．文献[3]中石钟慈证明了文献[1]中能量

正交元的形函数空间实际上与Zienkiewiez不完全

三次元的形函数空间是等价的．另一方面，文献[4]

中指出，若对Bergan元的形函数采用常规的插值方

式和常规的刚度阵计算，而不是按自由公式进行计

算。则数值实验表明，这个常规的能量正交元与
Zienkiewiecz不完全三次元的计算结果几乎等价，只

对特殊的三平行线网格剖分才为收敛．陈绍春采用

双参数法构造了一个新的9参三角形板元01，采用

的是文献[1]中的形函数空间，文献[6]中构造出一

个12．参三角形能量正交板元，虽然它们对任意的

三角形剖分都收敛，但单元的整体误差阶都是

D(h)，h是单元最大长度．文献[7—8]发现若单元

形函数外法向导数的平均连续性在某种意义下提高

一阶，可使相容误差达到D(h2)．若单元插值对三

次多项式精确成立，逼近误差也达到0(h2)，从而使

整体误差达到0(h2)．本文构造的一类12参数能量

正交三角形板元可满足上述要求．这一方面需要自

由度取成适当的形式，另一方面能量正交的形函数

空间P(K)需要包含完整的三次多项式空间P，(K)，
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且自由度能唯一确定尸(K)中的元嘉由于本文所构

造的单元具有能量正交的形函数空间，所以单元刚度

矩阵为对角块，计算简便．

1 高精度能量正交三角形板元

设三角形单元K的三个顶点、对应的三边、三

边上单位外法向向量和单位切向向量分别为口i(毛，

儿)，E，露j，以，1≤i≤3．对应的面积坐标是允i，l≤f

≤3．K的面积是△，函数t，在顶点a；上的的函数值

和两个一阶导数值分别是吼，％，％，边口；口f中点的

函数值记为％，1≤￡√≤3．

令bl=Yz—Y3，b2=Y3一Yl，b3 2，，l—Yz；

C1=石3一茹2’c2=石1一石3'c3=石2一茹1；

^=(62b3+c2c3)／A，I"2=(6Ib3+clc3)／A，

r3=(b162+C1c2)／△；

t‘=(b；+d)／a，1≤i≤3，易知

∑b产∑c；=0，

ri+1+ri．1=一屯，

”(一南，一南)，
a允‘ bj

a石 2△’

a允i ci

Oy 2A’

2A=6‘cl+1一bi+lei，i=1，2,3．

P．(K)表示K上次数不超过／7,的多项式．

考虑板弯曲问题：求n∈瑶(Q)，满足

口(H，口)=以口)， Vt，∈焉(Q)， (1)

其中

口(u，口)=fn[△必移+(1一矿)(2～％一％％一

Ⅱ∥‰]出曲，以口)2 fafvdxdy，0<矿<虿1，
口是Poison比

假定Q是多边形区域，对Q进行三角形剖分，

满足通常正则性假定‘51．构造出的有限元空间记为

瓦．令K={％EXh I％在aQ上的节点参数值为

0，对应的离散问题是：求u^E虼，满足：

a^(n^，％)=以‰)，Vvh E圪 (2)

其中

口一(Uh，llh)=萋上[“她+
(1一矿)(2Ⅱ协2b一“^搿口切一“切口h]出母

圪上的模定义为II K II^=

形函数空间为：

P(K)=span{P1，P2，⋯，P12}， (3)

其中

PI=Al，P2=A2，P3 2A3，P4=A1A2，

P5=22九3，P6=A囊1，P7=(Al—九2)’，

P3=(A2一A3)3，P9=(A3一．；L1)3，

plo=3ZA囊3一@A2+A43+A丑1)，

PIl=妒1(21只2 A3)，P12=妒2(A1只2 A3)．

函数9；瓴。，z2，允，)，i=1，2，满足以下条件

(A)9i(A1，九：，允，)∈P(K)，但

9‘(Al，允2，A3)匹P3(K)；

(B)妒1(2l，允2，A3)≠口妒2(Al，A2，A3)，

口为任意实常数；

(c)上屯妒‘瓴1，A2，A3)a鬈ay 2上a可纯(At，A2，

A3)如毋=J。a，y吼轨l，旯2，旯3)出妙=0．

从式(3)中可以看出P。，P2，⋯，P，是Berg髓能

量正交元形函数空间的9个基函数，再配上P，。，由

文献[3]知刚好构成完整的P，(K)．故有P3(K)c

P(K)c尸4(K)．从式(3)中还可以看出Pl，P2，⋯，P6

构成P2(K)的一组基，它们对应常应变，p，，p。，⋯，

p12对应高阶模态．令R(K)=span{P7，PB，⋯，P12l，

计算知：

上a一‘出dy 2上a护f出母2上a扩‘出dbr=0，
7≤￡≤12． (4)

由此，得

口￡(钞，埘)=fr[△t诅埘一(1一盯)(2％w移一移。埘∥

一口。埘。)]以d，，=0，Vt，∈P2(K)，埘E尺(K)， (5)

即式(3)的高阶模态与常应变部分能量正交，这就

是能量正交元的含义．

满足条件(A)，(B)，(C)的函数9，Q。，A：，A，)，

9：(A。，A：，A3)栩艮多，容易孳佥诩瞄函数错．一荫压猕：
妒‘(Al，A2，A3)=6z；z；一(Al+力2)2；

9i(A1，A2，A3)=6．；L；A；一(A2+A3)2；
妒‘(2l，允2，A3)=6z；z：一(A3+A1)2；

妒‘(Al，A2，允3)=(九l-3．2)4一(A1一A2)2；

9i(Al，A2，允3)=(允2一A3)4一(九2一A3)2；

妒i(21，允2，23)=(A3一A1)4一(A3一A1)2；

妒；(z1，A2，A3)=A：+A：+A；一(旯；+允；+允；)；

妒i(A1，A2，A3)=A；+Ai+A；一(2；+22+A；)
等等．

自由度取为：

D(甜)=(d。(口)，d2(移)，⋯，d。：(口))。， (6)
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其中

G=

拍)=尚胂，蜘)=尚L池
拍)=胤池拍)=一{￡轧Onz，
dl(口)=一4IFz aV．，西(口)=一4IF3 aV．ds．

州口)=一120二。A：舞“／
dn(口)一120fr2五,，妾凼，
d12(口)一120f,t挚·
口=卢l Al+岛22+J93A3+反A1．；L2+岛A2jL3+

反允羹l+岛(Al一允2)3+风(A2一A3)3+

岛(A3～AI)3+／310[3A丑2；L3一(Ala2+

C12=

A43+A乒1)]+届19l(Al A2A3)+

卢1292(AI，A2，A3) (7)

以9l(Al，九2，A3)=6九翟；一(A1+A2)2，妒2(A1，A2，

A3)=6A犰；一(A：+允，)2为例，将式(6)代入式(5)
且经计算，其结果可写成

D(口)=CB， (8)

这里o(v)=(d。(口)，畋(口)，⋯，d。：(口))T，B=(卢，，

尼，⋯，卢控)T’c=[乏乏】，其中乞=(吐，
乞)，且

Cn=

l 0 0

0 l 0

0 0 1

0 30 30

30 0 30

30 30 0

1 0 —1 0 仍(1，0，O)
一1 1 0 1 tpl(0，l，0)

0 —1 1 0 9l(0，0，1)

_15 o 15-10焉h‰k¨击
15_15 o_10尚J12““k¨出
o 15-15-10胤“k k∽出

乙l轨‰ II —Il 11

2r3 2屯轨 12 12 一12

2r2 2rl 2岛 一13 I， 岛

姗1 3眈3魄 她l 10(r2-t1) lQl
3魄3魄30rl 10t2 20q 10(r3一|2)

妣轨弛加(^一‘3) 10t3 弛

“厶型垃8n}‰J，I l

一4f塑亟些丑山。
J，2 a，b一4L巡警一·加LA：巡掣砌LA，巡警一·加n逊掣

吐=

0 0 0

0 0 0

0 0 0

O 10 0

0 0 10

10 0 0

仍‘l，U，u，

妒2(0，1，0)

92(0，0，1)

罱L以扎k¨凼
尚丘以札k¨也
鼽以¨k㈦凼

2(11一r3)2(r3一r2)2(r2一t1)0

2(r3-6)2(12一n)2(rI—r3)0

2(r2一^)20"l—b)2(6一r2)0

4．s(zl—r3)30(r3一r2)15(r2一t1)一&l—l|魄

15(r3一12)45(12一h)30(^-tO一5如一妣
30(r2-rz)15(^一13)4s(z3一，2)一＆3一鼽

一4 f曼竺!坚!!墨!：型凼
JFz On，

一4【塑唑垒盟山
J^ a，b

一4J12巡掣山J，2 d，h砌Lz：巡挚
_120厶A，燮等世山一·加“逊半s
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我们知道，自由度式(6)能唯一确定形函数空

间式(3)中元素的充要条件是det(C)≠O．下面给

出几组例子：

(1)取妒l(Al，A2，A3)=6A翟；一(允1+A：)2，

妒2(允l，A2，A3)=6A魏；一(A2+允3)2时，

det(c)=一131 220 00m21‘22《≠o；

(2)取妒I(Al，A2，．；L3)=6兄翟；一(AI+A：)2，

妒2(克l，A2，A3)=6A甄：一(九3+AI)2时，

det(c)=131 220 000121f22《≠o；

(3)取妒l(A。，A2，A3)=6九翟；一(A。+A2)2，

92@l，A2，A3)=瓴l—A2)4一瓴l—A2)2时，

det(c)=一364 500 oom2l‘22《≠o；等等．

自由度式(6)主要取在边上且形式复杂，若将

12个自有度作为节点参数，总体自由度将很大，我

们用双参数法将其化简．取节点参数为

Q(口)=(移l，口l，，口ly，移12．n，V2，秽2，，102y，V23．。，

码，V3z，％，移3l，。) (9)

自由度式(6)离散成节点参数式(9)的线性组

合：q取精确值；l。vds用移在F上的三次Hermite插

值导出的数值积分公式；上。煮}和LAⅢ器山用
Simpson求积公式，积分误差为O(h3⋯“)，离散结
果可表成

D(口)=GQ(∥)+D(h3 I口l“) (10)

其中G为12×12矩阵，表达式可参见文献Es]．

由于E=S。1D(移)，记足为S。1的前12列组成

的15 X 12矩阵，则E=S～D=冠D(影)，代入式(to)

并略去余项得

E=RGQ(掣) (11)

这即是由节点参数式(9)确定尸(K)中元素的插值

方式，形式简单的节点参数Q(t，)作为最后的自由

度，自由度D(∥)不显式出现．

2收敛性分析

假定It和Ⅱ。分别是式(1)和式(2)的解，有

Strang引理i9l，有

l u-ua l：’^≤c【慨I It--7)h I：∥

嚣R掣】嚣R—而(■j
其中，半范数为

‰)+易(Ⅱ，W^)+易(It,‰)，这里

州Ⅱ，¨=萋L【△n_(1一一o∥2_兰u J]OaWnhds，

以uM)=萋L”盯)患警ds，
E3(It,¨=莓L一盯挚础
定理1L93设n K是由形函数空间P(K)和确

定P(K)中元素的方式定义的插值算子，若ⅡK对

P，(K)中元素精确成立，则

lⅡ一Ⅱ^2,h≤c^：I配l。．足 (13)

定理2【71对于任意的％∈K，若％满足

(1)％在单元顶点连续，在位于边界aQ的单

元顶点处为零；

(2)f。‰山在单元边界F的两侧连续，当F∈aQ

时为零；

(3)Vp(s)∈P1(F)，J≯(s)警山在单元边界F
两侧连续，当F∈aQ时为零；则。uP掣≤酬配k置 (14)
”^E％ W 12．h

1“

定理3由上述方式构造的12参数能量正交

三角形板元有如下误差估计

lⅡ一H,h 2．h=0(h2)IⅡI¨ (15)

证明记由式(11)确定的有限元插值算子为

n鬈，由单元构造方式知P3(K)∈P(K)，再由式(10)

知n置对B(K)中元素精确成立，由定理I得：

in。f，l弘一‰12．^≤I u一Ⅱ扯2．h≤蕊2⋯4，量(16)

由D(移)对Q(t，)的离散方式知，％取精确值，D(口)

其余分量离散时只用到该边上的节点参数和几何

量，所以它们仍在单元间连续，由于l和A⋯是

P，(t)的两个基函数，因而满足定理2的3个条件．

这样式(14)成立．将式(16)和式(14)代入式(12)

即得式(15)．

‰l：．^_(萋h叫2^(⋯t)=州Ⅱ，
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x+y：L+旦上
a a 口占

怯，z 0=l，8上，：0=l，0堑丝，名0=l，因此华不
S 口 a

是争闭单位球E的端点，矛盾，所以定理得证．
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