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关于约数和的一个不等式

廖思泉
(茂名学院数学系，广东茂名525000)

【摘要】对于正整数k和n，设8(k)是k的不同约数之和以11,)=6(1)+8(2)+⋯+艿(n)．证明了：存在无穷多

个正整数n，使得6∽乃))≥乃(Jl+1)．
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An inequality on the sum of divisors

LIAO Si—quan

(Department of Mathematics，Maoming College，Maoming，Guangdong 525000，China)

[Abstract]For any positive integer七and r／,，let 6(k)denote the sam of distinct divisors of k，and let

以rt)=占(1)+6(2)+⋯+6(凡)，there exist infinitely many positive integers n satisfying 6(八／1,))≥

／'g(／7,+1)．
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对于正整数k，设6(||})是k的不同约数之和．

这是一类基本而又重要的数论函数，历史上著名的

完全数问题等迄今尚未解决的难题都与此类函数有

关⋯．对于正整数凡，设

以n)=∑6(七) (1)
‘=l

2006年，BENCZE M[21曾经提出：当凡≥2时，必有

占(k(／7,))≥儿((r／,+1)) (2)

最近SANDOR J[31给出了不等式(2)的反例，即

当／7,=7时(2)不成立；并且推测：当11,充分大时，不

等式(2)不成立．对此，本文证明了：

定理存在无穷多个正整数n，可使不等式(2)

成立．

显然，上述定理否定了S(mdor J的猜测．该定

理的证明要用到下列引理：

1 若干引理

引理1 当k>1时，6(k)≥k+I；当2 k时，

6(后)≥寻_|I；当3 I蠡时，当时，6(南)≥鲁】|I；当6 l后时，
占(k)≥2后．

证明当k>1时，后至少有2个不同的约数1

和k，故有6(k)>-k+1．同时，当k>1时，如果

k=|Prllp孑⋯p，I (3)

是k的标准分解式，则从文献[1]的定理1．9．1可

知：

6(．|})=J|}卉i=l 1+去+⋯+万1) (4)

当2 k时，后有素因数2，故从(4)可知6(k)≥÷置

同理可证3 k以及6 l||}时的情况．证完．
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引理2对于任何正整数t／l,，艿(m2)都是奇数．

证明因为6(1)=1，所以本引理在rn=1时成

立．当m>1时，设k=m2．此时k的标准分解式(3)

中的r；(i=1，2，⋯，f)都是偶数，并且从式(4)可得

㈣洲吣垂替 (5)

由于ri是偶数时，(西“一1)／(p；一I)=I+P；+⋯

+西必有奇数，故从式(5)可知6(m2)是奇致证

完．

引理3对于大于1的正整数m，(m2—1)和

，(m2)中必有一个偶数

证明因为从式(1)可知／(≈)=，(Ill,2—1)

+6(rll,2)，又从引理2可知其中6(m2)必为奇数，故

从上式可知，(疋一1)和，(一)中必有一个偶数．

证完．

引理4当n≥4时以n)>菱n(，I+1)·
证明对于正整数t。设

g(tJ)=∑8(6i+．『)J=0，1，⋯，5 (6)

根据引理l可知

8(6i)≥12i，i≥I；8(6i+1)>16i+2，i≥l，

6(6i+2)>t9i+3，i≥0；8(6i+3)≥

8i+4，i≥0，

8(61+4)I>9i+6，i≥0；

8(6i+5)>16i+6，i≥0． (7)

从式(6)和式(7)可得

8(t，0)≥6￡2+6t，g(t，1)>13t2+5t+I，

g(f，2)≥{≯+萼f+3，g(f，3)≥4f2+8t+4，

g(￡，4)≥睾2+毒}+6，g(t，5)≥3t2+9￡+6．
(8)

从式(1)和式(6)可知

州=砉g(【宁川，
。

㈣

其中[(忍一_『)／6]是(，l一，)／6的整数部分．已知任何

给定的正整数n(n≥6)都可唯一地表成n=6s+r，

其中3是正整数，r是适合0≤r≤5的整数．当n=6s

+5，其中s≥5时，由于

【字卜，．『=0’1'⋯，5 (10)

故从式(8)、(9)和(10)可得
5

只，1)=／(6s+5)=∑g(s√)≥
』=o

2552+465+20>2丽5(3652+66s+30)=

瑟(6s+5)(6s+5)=2矽5(n+1)．(11)
从式(11)可知本引理在n=6s+5且s≥5时成立．

又因火5)=21，厂(11)=29，，(17)=238，f(23)=

431以29)=690，所以在聘=6s+5且0≤s≤4时本

引理也成立．

同样，从式(8)和式(9)可得

(25s2+8s一1，当n=6s时；

25s2+14s+1，当n=6s+1时；

以乃)≥{25s2+23s+4，当，l=6s+2时；(12)

I 2552+3ls+8，当n=6s+3时；
L25s2+40s+14。当n=6s+4时．

因此从式(12)可知：当n=6s+r(r=0，1⋯．，4)且

s是正整数时本引理成立．综上所述可知：当n≥5

时本引理成立．另外，由于八4)=15，所以本引理在

fl-=4时也成立．证完．

2定理的证明

设m是大于2的正整数．根据引理3可知存在

正整数n适合

。一fm2—1，当八m2—1)是偶数时； r11、

m。imz， 当以彩)是偶数时．
(1¨)

因为m≥3，从式(13)可知n≥8，所以从引理4可知

此时厂(n)是适合厂(n)>簧凡(n+1)的偶魏因此
根据引理1可得

艿抓n))≥知，1)≥孕凡(n+1)>n(厅+1)．
(14)

由于适合式(13)的正整数Ⅱ有无穷多个，故从式

(14)可知：存在无穷多个正整数，I可使不等式式

(2)成立．定理证完．
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